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Singularite´s symplectiques
Ste´phane Druel
Abstract. We classify isolated symplectic singularities of dimension greater or equal to 6 such
that the normalized blow-up of the singular point is a resolution of singularities whose exception-
nal locus is a reduced simple normal crossing divisor with at least two irreducible components.
There are isomorphic to the quotient singularities of type 13(1, 2, . . . , 1, 2).
Introduction
Soit (V, o) un germe de singularite´ complexe analytique normal. La singularite´ est dite sym-
plectique s’il existe une 2-forme symplectique ϕ sur le lieu re´gulier Vreg de V, i.e. une 2-forme
holomorphe ferme´e et non de´ge´ne´re´e, et si pour toute re´solution π : X −→ V des singularite´s de
V, le pull-back de ϕ a` π−1(Vreg) est la restriction d’une 2-forme holomorphe sur X (voir [Be00]
de´finition 1.1). Si le lieu singulier de V est de codimension ≥ 4 alors la dernie`re condition est
toujours ve´rifie´e (voir [Fl88]).
Une alge`bre de Lie complexe simple a une plus petite orbite nilpotente non nulle Omin pour
l’action adjointe ; son adhe´rence Omin = Omin ∪ {0} a une singularite´ symplectique isole´e en 0
isomorphe au coˆne sur la varie´te´ lisse POmin des droites de Omin et toute singularite´ symplectique
isole´e dont le coˆne tangent est lisse, est analytiquement isomorphe a` (Omin, 0) pour une alge`bre
de Lie complexe simple convenable (voir [Be00]).
Fixons un entier n > 0. Soit ζ une racine primitive cubique de l’unite´ et soit < ζ > le groupe
cyclique d’ordre 3 engendre´ par ζ. Soit V = C2nupslope < ζ > ou` < ζ > agit sur C2n par la formule
ζ.(z1, z2, . . . , z2n−1, z2n) = (ζz1, ζ
2z2, . . . , ζz2n−1, ζ
2z2n).
La 2-forme symplectique
∑n
i=1 dz2i−1∧dz2i surC
2n est invariante sous< ζ > et induit une 2-forme
symplectique sur Vreg. Notons 0 l’unique point singulier de V. Soit π : X −→ V l’e´clatement
normalise´ de 0 dans V. Le diviseur π−1(0) est re´duit et globalement a` croisements normaux (voir
§1). Nous prouvons le
The´ore`me.− Soit (V, o) une singularite´ symplectique isole´e de dimension 2n ≥ 6 et soit π :
X −→ V l’e´clatement normalise´ de o dans V. On suppose que le diviseur π−1(o) est re´duit, glob-
alement a` croisements normaux et qu’il a au moins deux composantes irre´ductibles. Alors (V, o)
est analytiquement isomorphe a` la singularite´ quotient (C2nupslope < ζ >, 0).
L’hypothe`se n ≥ 3 permet d’obtenir l’annulation de certains groupes de cohomologie (voir
1
lemme 3.6).
Soit F := PPn−1(E) ou` E = OPn−1(2)⊕H
0(Pn−1, OPn−1(1))⊗OPn−1 et soit pF le morphisme
vers Pn−1. Soient p et q les projections de Pn−1 × Pn−1 sur Pn−1 et soit i l’immersion ferme´e
Pn−1 ×Pn−1 ⊂ F au dessus de Pn−1 correspondant au quotient inversible sur Pn−1 ×Pn−1
p∗E ։ H0(Pn−1, OPn−1(1)) ⊗OPn−1×Pn−1 ։ q
∗OPn−1(1)
ou` Pn−1 × Pn−1 est conside´re´ comme varie´te´ sur Pn−1 via p. Soit enfin j := i ◦ s ou` s est l’in-
volution naturelle de PPn−1 × PPn−1 . Nous montrons que le lieu exceptionnel est isomorphe au
recollement de deux copies de F le long de Pn−1×Pn−1 via les immersions ferme´es i et j puis nous
montrons que le comple´te´ formel de X le long du diviseur exceptionnel est de´termine´ a` isomor-
phisme pre`s par le germe de singularite´ (V, o). Le re´sultat cherche´ est alors une conse´quence du
premier the´ore`me de comparaison de la the´orie “alge´brique” a` la the´orie “formelle” (voir [Gr66]
Chap. III the´ore`me 4.1.5) et du the´ore`me d’approximation d’Artin (voir [Ar68] corollaire 1.6).
Remerciements.−Je tiens a` exprimer ici mes remerciements a` Arnaud Beauville pour toute l’aide
qu’il m’a apporte´e.
1. Exemple et ge´ome´trie torique
Nous renvoyons a` [Od88] pour les de´finitions et proprie´te´s des varie´te´s toriques. Fixons
un entier n ≥ 1. Soit N0 = Ze1 ⊕ · · · ⊕ Ze2n un Z-module libre de rang 2n et soit N =
N0+
Z
3 (1, −1, . . . , 1, −1) ⊂ N0⊗R. Soit M = HomZ(N,Z). Soit enfin σ =< e1, . . . , e2n >⊂ N⊗R.
La varie´te´ affine V est torique et son alge`bre de fonctions est C[z1, . . . , z2n]
<ζ> = C[M∩σ∨] (voir
[Od88] §1.5). Soit (e∗1, . . . , e
∗
2n) la base duale de (e1, . . . , e2n). Les fonctions

z2iz2j−1 (i, j ∈ {1, . . . , n})
z2iz2jz2k (i, j, k ∈ {1, . . . , n})
z2i−1z2j−1z2k−1 (i, j, k ∈ {1, . . . , n})
sont invariantes sous le groupe < ζ > et forment un syste`me minimal de ge´ne´rateurs sur C de
l’alge`bre C[z1, . . . , z2n]
<ζ>, autrement dit, les e´le´ments

e∗2i + e
∗
2j−1 (i, j ∈ {1, . . . , n})
e∗2i + e
∗
2j + e
∗
2k (i, j, k ∈ {1, . . . , n})
e∗2i−1 + e
∗
2j−1 + e
∗
2k−1 (i, j, k ∈ {1, . . . , n})
forment une base de Hilbert du monoide M ∩ σ∨. Soient e2n+1 =
1
3(1, 2, . . . , 1, 2) et e2n+2 =
1
3(2, 1, . . . , 2, 1). L’e´clatement normalise´ X de l’ide´al m de 0 dans V est la varie´te´ torique lisse
dont l’e´ventail est l’ensemble des coˆnes re´guliers

σi, j =< e1, . . . , ê2i, . . . , ê2j−1, . . . , e2n+2 > (i, j ∈ {1, . . . , n})
σ′i =< e1, . . . , ê2i, . . . , ê2n+1, e2n+2 > (i ∈ {1, . . . , n})
σ′′j =< e1, . . . , ê2j−1, . . . , e2n+1, ê2n+2 > (j ∈ {1, . . . , n})
et de leurs faces. Le lieu exceptionnel est un diviseur globalement a` croisements normaux re´union
des deux diviseurs irre´ductibles V(e2n+1) et V(e2n+2).
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L’ide´al mOX du diviseur π
−1(0) est engendre´ par la fonction z2iz2j−1 (resp. z
3
2i et z
3
2j−1) sur
l’ouvert affine Uσ2i, 2j−1 (i, j ∈ {1, . . . , n}) (resp. Uσ′i (i ∈ {1, . . . , n}) et Uσ′′j (j ∈ {1, . . . , n})).
Notons vi = ei pour 1 ≤ i ≤ 2n−1 et v2n = e2n+2. Soit (v
∗
1 , . . . , v
∗
2n) la base duale de (v1, . . . , v2n).
Les e´le´ments (vi)1≤i≤2n forment une base du Z-module M et l’alge`bre des fonctions re´gulie`res sur
l’ouvert Uσ′n est l’alge`bre sur C du monoide libre engendre´ par ces e´le´ments. On a v
∗
2i = e
∗
2i− e
∗
2n
pour 1 ≤ i ≤ n − 1, v∗2i−1 = e
∗
2i−1 − 2e
∗
2n pour 2 ≤ i ≤ n et v
∗
2n = 3e
∗
2n. Le diviseur π
−1(0)
est donc localement de´fini par l’annulation d’une coordonne´e sur l’ouvert conside´re´ et en partic-
ulier re´duit le long de V(e2n+2). On ve´rifie que ce diviseur est e´galement re´duit le long de V(e2n+1).
2. Pre´liminaires
(2.1) Soit X une varie´te´ projective lisse sur le corps C des nombres complexes. Soit N1(X) =
({1-cycles}/ ≡)⊗R ou` ≡ de´signe l’e´quivalence nume´rique. On conside`re le coˆne NE(X) ⊂ N1(X)
engendre´ par les classes des 1-cycles effectifs. Une areˆte extre´male est une demi-droite R dans
NE(X), adhe´rence de NE(X) dans N1(X), ve´rifiant KX.R
∗ < 0 et telle que pour tout Z1,Z2 ∈
NE(X), si Z1 + Z2 ∈ R alors Z1, Z2 ∈ R. Une courbe rationnelle extre´male est une courbe ra-
tionnelle irre´ductible C telle que R+[C] soit une areˆte extre´male et −KX.C ≤ dim(X) + 1. Toute
areˆte extre´male R est engendre´e par une courbe rationnelle extre´male et admet une contraction,
c’est-a`-dire qu’il existe une varie´te´ projective normale Y et un morphisme φ : X −→ Y, sur-
jectif a` fibres connexes, contractant les courbes irre´ductibles C telles que [C] ∈ R (the´ore`me de
Kawamata-Shokurov).
Rappelons un re´sultat de J. Wisniewski (voir [Wi91]) sur le lieu exceptionnel d’une contrac-
tion extre´male. Soit F une composante irre´ductible d’une fibre non triviale d’une contraction
e´le´mentaire associe´e a` l’areˆte extre´male R. Nous appelons lieu de R, le lieu des courbes dont la
classe d’e´quivalence nume´rique appartient a` R. On a alors l’ine´galite´ :
dim(F) + dim(lieu de R) ≥ dim(X) + ℓ(R)− 1,
ou` ℓ(R) de´signe la longueur de l’areˆte extre´male R :
ℓ(R) = inf{−KX.C0 |C0 e´tant une courbe rationnelle et C0 ∈ R}.
Lemme 2.2.−Soit X une varie´te´ projective de dimension n ≥ 2 et soit Y ⊂ X un diviseur
effectif. Soit D un diviseur nume´riquement effectif. Si −KX ≡ D + Y alors il existe une areˆte
extre´male R telle que Y.R∗ > 0.
De´monstration.−Soit C ⊂ X une courbe telle que Y.C > 0. La courbe C se de´compose C ≡
C0 +
∑
i∈I aiCi avec C0 ∈ NE
+
(X) = {z ∈ NE(X) |KX.z ≥ 0} et (Ci)i∈I est l’ensemble des
courbes rationelles extre´males (voir [Mo82] the´ore`me 1.5). Les coefficients (ai)i∈I sont positifs ou
nuls et presque tous nuls. On a Y.C0 = −KX.C0 −D.C0 ≤ 0 et il existe donc un e´le´ment i ∈ I tel
que aiCi.Y > 0. 
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(2.3) Fixons quelques notations. Soient a ∈ Z et k ≥ 2. Soit Fa := PPk−1(Ea) ou` Ea =
OPk−1(a) ⊕ H
0(Pk−1, OPk−1(1)) ⊗ OPk−1 et soit pa le morphisme vers P
k−1. Soient p et q les
projections de Pk−1 ×Pk−1 sur Pk−1 et soit enfin ia l’immersion ferme´e P
k−1 × Pk−1 ⊂ Fa au
dessus de Pk−1 correspondant au quotient inversible sur Pk−1 ×Pk−1
p∗Ea ։ H
0(Pk−1, OPk−1(1)) ⊗OPk−1×Pk−1 ։ q
∗OPk−1(1)
ou` Pk−1 ×Pk−1 est conside´re´ comme varie´te´ sur Pk−1 via p.
Proposition 2.4.−Soit (W, L) une varie´te´ polarise´e de dimension m ≥ 2 et soit Y = ∪li=1Yi un
diviseur re´duit et globalement a` croisements normaux. On suppose ωW ≃ L
−k(−Y).
1. Si k > m+12 et l = 1 ou k ≥
m+1
2 et l ≥ 2 alors W est de Fano et b2(W) = 1.
2. Si k = m+12 et l = 1 alors Y ⊂ W est isomophe a` Q2 ⊂ P
3 ou Y ⊂ W est isomophe a`
Q2 ⊂ Q3 ou Y et W sont de Fano et b2(Y) = b2(W) = 1 ou Y ⊂ W est isomorphe a`
Pk−1 × Pk−1 ⊂ Fa pour un entier a ≥ 0 convenable, L est isomorphe au fibre´ OFa(1) ⊗
p∗a(OPk−1(1)) et l’ide´al de Y dans W est L
⊗−1 ⊗ p∗aOPk−1(a+ 1).
De´monstration.−La premie`re partie de la proposition se montre par re´currence sur la dimension
m ≥ 2 de W. Si m = 2 alors k ≥ 2 et, par le lemme 2.2, il existe une areˆte extre´male R telle que
R∗.Y > 0 et donc de longueur ≥ 3. La surface W est donc de Fano et de nombre de Picard 1
(voir [Wi89] proposition 2.4.1).
Supposons la proposition de´montre´e jusqu’en dimension m− 1 ≥ 2 et conside´rons W comme
dans l’e´nonce´. Soit C1 une courbe rationnelle extre´male telle que Y.C1 > 0 et R1 = R+[C1] et
supposons par exemple Y1.C1 > 0 (voir lemme 2.2). Notons W
ϕ1
−→ Z1 la contraction e´le´mentaire
correspondante. La formule d’adjonction donne ωY1 ≃ L
−k
|Y1
(−
∑
i 6=1Yi ∩ Y1) avec k ≥
m+1
2 >
dim(Y1)+1
2 . Si
∑
i 6=1Yi ∩Y1 6= ∅ alors, par hypothe`se de re´currence, Y1 est de Fano et b2(Y1) = 1.
Si
∑
i 6=1Yi ∩ Y1 = ∅ alors Y1 est de Fano et b2(Y1) = 1 sauf si k =
m+1
2 et (Y1, L|Y1) ≃
(Pk−1 ×Pk−1, OPk−1(1) ⊠OPk−1(1)) (voir [Wi90]).
Soit F1 la fibre de ϕ1 contenant C1. La fibre F1 rencontre en particulier Y1 et dim(F1∩Y1) ≥
dim(F1) − 1 ≥ ℓ(R1) − 2 ≥
m−1
2 > 0. Soit C ⊂ F1 ∩ Y1 une courbe irre´ductible. La courbe C
est contracte´e par ϕ1 et on a donc C ∈ R1 et C.Y1 > 0. Notons que par tout point de Y1 il
passe une courbe trace´e sur Y1 nume´riquement proportionnelle a` C et donc contracte´e par ϕ1.
La contraction e´le´mentaire ϕ1 est donc divisorielle ou de type fibre´e. Si ϕ1 est divisorielle alors
R1 n’est pas nume´riquement effective, autrement dit, il existe un diviseur irre´ductible D tel que
D.C < 0. On a donc C ⊂ D et Y1 = D, ce qui est impossible puisque C.Y1 > 0. La contraction
ϕ1 est donc de type fibre´e.
Supposons b2(Y1) = 1.−Le diviseur Y1 est donc contracte´ sur un point par ϕ1 et, puisque
Y1.C > 0, dim(Z1) = 0. La varie´te´ X est donc de Fano de nombre de Picard 1.
Supposons Y1 ≃ P
k−1 × Pk−1 et L|Y1 ≃ OPk−1(1) ⊠ OPk−1(1).−Notons (a, b) le bidegre´ de la
courbe C ⊂ Y1.
Supposons a > 0 et b > 0. Alors, par tout couple de points de Y1, il passe une courbe trace´e
sur Y1 de bidegre´ (a, b) et donc nume´riquement proportionnelle a` C dans W. Le diviseur Y1 est
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donc contracte´ sur un point par ϕ1. Le morphisme Y1
ϕ1|Y1−→ Z1 est surjectif puisque Y1.C > 0.
Finalement, Z1 est de dimension 0 et b2(W) = 1. On en de´duit que k = 2 par le the´ore`me de
Lefschetz, puis que W est une quadrique et Y1 une section hyperplane ou que W est un espace
projectif et Y1 une quadrique par le the´ore`me de Kobayashi-Ochiai (voir [KO73]).
Supposons maintenant (a, b) = (0, 1). Notons p la premie`re projection de Y1 sur P
k−1. Soit
F ⊂ Y1 une fibre ensembliste de ϕ1|Y1 . Les courbes trace´es sur Y1 de bidegre´ (0, 1) sont con-
tracte´es par ϕ1 et on a donc F = p
−1(p(F)). S’il existe une courbe C2 trace´e sur F de bidegre´
(a1, b1) avec a1 > 0 alors le 1-cycle C2 + C1 ∈ R1 est de bidegre´ (a1, b1 + 1) avec a1 > 0 et
b1 + 1 > 0 et les arguments utilise´s ci-dessus suffisent pour conclure. On peut donc supposer
que les courbes trace´es sur F sont de bidegre´ (0, ∗). On en de´duit que p(F) est de dimension 0
puis que F est e´quidimensionnelle de dimension k − 1 et que Z1 est de dimension k − 1. Soit
F1 ⊂ W une composante irre´ductible d’une fibre de ϕ1 ; F1 rencontre Y1 puisque R
∗.Y1 > 0 et
dim(F1 ∩ Y1) = k − 1. On a donc dim(F1) = k. Le morphisme ϕ1 est donc e´quidimentionnel de
dimension k. Soit F1 une fibre ge´ne´rique de ϕ1. On a ωF1 = L
−k
|F1
⊗OF1(−Y)). Le fibre´ OF1(Y)) est
nume´riquement effectif puisque R∗1.Y > 0 et F1 est donc de Fano. Soit RF1 une areˆte extre´male de
F1. On a ℓ(RF1) ≥ dim(F1) + 1 et donc b2(F1) = 1 (voir [Wi89] proposition 2.4.1). On en de´duit
(F1, L|F1) = (P
k, OPk (1)) puis que ϕ1 est un fibre´ en espaces projectifs localement trivial pour la
topologie de Zariski (voir [Fu87] lemme 2.12) et en particulier que Z1 est lisse. La fibre ensembliste
F1 ⊂ P
k de ϕ1|Y1 est re´union disjointes de fibres de p de dimension k − 1 et donc irre´ductible.
Le morphisme ϕ1|Y1 s’identifie finalement a` la seconde projection de Y1 = P
k−1 × Pk−1 sur
Pk−1 et W a` la fibration PPk−1(ϕ1∗L) au dessus de P
k−1. L’immersion ferme´e Y1 ⊂ W au
dessus de Pk−1 est donne´e par le quotient inversible p∗(ϕ1∗L)։ L|Y1 = OPk−1(1)⊠OPk−1(1) et
on a donc un morphisme surjectif ϕ1∗L ։ p∗(L|Y1) = H
0(Pk−1, OPk−1(1)) ⊗ OPk−1(1). Finale-
ment ϕ1∗L = OPk−1(a)⊕ H
0(Pk−1, OPk−1(1)) ⊗OPk−1(1) avec a ≥ 1. L’ide´al de Y1 dans W est
L⊗−1 ⊗ p∗OPk−1(b) ou` b est un entier convenable. Le fibre´ canonique est donne´ par la formule
ωW = L
−k−1 ⊗ p∗OPk−1(a) = L
−k(−Y) et l’ide´al de Y dans W est donc L⊗−1 ⊗ p∗OPk−1(a).
L’ide´al du diviseur
∑
i 6=1Yi dans W est donc p
∗OPk−1(a − b). Or les diviseurs Y1 et
∑
i 6=1Yi
sont disjoints et on a donc a = b et
∑
i 6=1Yi = ∅. La premie`re partie de la proposition est donc
de´montre´e.
La seconde partie de la proposition a en fait de´ja` e´te´ prouve´e ci-dessus. 
3. De´monstration du the´ore`me
(3.1) Fixons les notations. Soit (V, o) une singularite´ symplectique isole´e de dimension 2n (n > 1)
ve´rifiant les hypothe`ses du the´ore`me et soit π : X −→ V l’e´clatement normalise´ de l’ide´al maxi-
mal de o dans V. On peut toujours supposer qu’il existe une 2-forme symplectique ϕ sur V−{o}
restriction d’une 2-forme holomorphe sur X note´e encore ϕ. Notons E = E1 ∪ · · · ∪ El (l ≥ 2) le
diviseur exceptionnel et L := OX(−E). Le fibre´ L|E est ample et engendre´ par ses sections.
Proposition 3.2 (voir [Be00]).− L’ordre d’annulation de ϕn le long de Ei est n−1 pour 1 ≤ i ≤ l.
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De´monstration.−Notons ki (1 ≤ i ≤ l) l’ordre d’annulation de ϕ
n le long de Ei (1 ≤ i ≤ l)
de sorte que div(ϕn) =
∑l
i=1 kiEi.
Les singularite´s symplectiques sont rationnelles (voir [Be00] proposition 1.3) et ainsi
ϕ ∈ H0(X,Ω2X(log E)(−E)) (voir [CF01] the´ore`me 2.1) ou` Ω
2
X(log E) est le faisceau des 2-formes
diffe´rentielles me´romorphe a` poˆles au pire logarithmiques le long de E. La 2n-forme
ϕn ∈ H0(X, ωX(−(n − 1)E) est non nulle en dehors de E et il s’ensuit ki ≥ n − 1 (1 ≤ i ≤ l)
puisque le diviseur E est contracte´ par π.
Le produit exterieur avec ϕn−1 donne une application OX-line´aire Ω
1
X −→ TX(
∑l
i=1 kiEi) qui
est un isomorphisme en dehors de E. Notons ki − ji ≥ 0 l’ordre d’annulation de cette application
le long du diviseur Ei (1 ≤ i ≤ l). On obtient une application λ : Ω
1
X −→ TX(
∑
i=1 jiEi) dont la
restriction au diviseur Ei est non nulle et une section det(λ) de OX(2
∑l
i=1(nji− ki)Ei) non nulle
en dehors de E. On a donc ki ≤ nji pour 1 ≤ i ≤ l puisque le diviseur E est contracte´ par π et
en particulier ji ≥ 1.
Supposons par exemple j1 ≥ ji pour 1 ≤ i ≤ l et conside´rons le diagramme de suites exactes
0 −−−−→ OE1(−E1) −−−−→ Ω
1
X|E1
−−−−→ Ω1E1 −−−−→ 0yλ|E1
0 −−−−→ TE1(
l∑
i=1
jiEi) −−−−→ TX|E1(
l∑
i=1
jiEi) −−−−→ OE1((j1 + 1)E1 +
l∑
i=2
jiEi) −−−−→ 0.
On a HomE1(OE1(−E1), OE1((j1 + 1)E1 +
∑l
i=2 jiEi)) ⊂ H
0(E1, L
−j1−2
|E1
) = 0 et, de meˆme,
HomE1(OE1(−E1),TE1(
∑l
i=1 jiEi)) = HomEi(Ω
1
E1
, OE1((j1 +1)E1+
∑l
i=2 jiEi)) ⊂ H
0(E1,TE1 ⊗
L−j1−1|E1 ) = 0 puisque j1 ≥ 1 (voir [Be00] lemme 3.3). L’application λ|E1 se factorise a` travers
une fle`che antisyme´trique Ω1E1
µE1−→ TE1(
∑l
i=1 jiEi) et provient donc d’un e´le´ment non nul de
H0(E1,
2
∧TE1(
∑l
i=1 jiEi)) = H
0(E1,
2
∧TE1 ⊗ L
−j1
|E1
(−
∑l
i=2(j1 − ji)Ei)). Il s’ensuit j1 ≤ 2 (voir
[Be00] lemme 3.3). Le diviseur E est connexe et l’ensemble {Ei1 , . . . ,Eim} des diviseurs rencon-
trant E1 et distincts de celui-ci est donc non vide. Si j1 = 2 alors ji1 = · · · = jim = j1 = 2,
(E1, L|E1) ≃ (P
2n−1, OP2n−1(1)) et (Eir , L|Eir ) ≃ (P
2n−1, OP2n−1(1)) pour 1 ≤ r ≤ m (voir
[Be00] lemme 3.3). Les fibre´s OE1(−E1) ≃ L|E1(
∑l
i=2 Ei) et OEi1 (E1) sont en particulier amples
ce qui est absurde puisque E1 ∩ Ei1 est de dimension ≥ 1. Finalement ji = 1 et ki ≤ n pour
1 ≤ i ≤ l. Si k1 = n alors det(λ|E1) est ge´ne´riquement non nul puisque le diviseur E est con-
tracte´ par π. Ceci est a` nouveau exclu car λ|E1 s’annule sur le sous-fibre´ OE1(−E1) ⊂ Ω
1
X|E1
. Ceci
de´montre les e´galite´s ki = n− 1 pour 1 ≤ i ≤ l. 
Lemme 3.3.−Le lieu exceptionnel E de π a exactement deux composantes irre´ductibles dont
l’intersection est connexe.
De´monstration.−Le fibre´ canonique ωX de X est isomorphe a` L
−(n−1) par la proposition 3.2
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et ωEi ≃ L
−n
|Ei
(−
∑
j 6=i Ei ∩ Ei) par la formule d’adjonction. Si l ≥ 3 alors il existe i1 ∈ {1, . . . , l}
tel que Ei1 rencontre au moins deux autres composantes irre´ductibles de E et Ei1 est de Fano avec
b2(Ei1) = 1 par la proposition 2.4. Notons {Ei1 , . . . ,Eim} l’ensemble des composantes rencontrant
Ei1 (m ≥ 3). Le diviseur Ei1 ∩ Ei2 ⊂ Ei1 est ample et en particulier connexe. Si b2(Ei2) = 1
alors Ei2 est de Fano et le fibre´ OX(Ei1)|Ei2 ≃ OEi2 (Ei1) et sa restriction a` Ei1 ∩ Ei2 sont donc
amples. Or le fibre´ OX(−Ei1)|Ei1 ≃ OEi1 (−Ei1) est isomorphe au fibre´ LEi1 (
∑
j 6=i1
Ej) et sa re-
striction a` Ei1 ∩ Ei2 est e´galement ample, ce qui est absurde puisque Ei1 ∩ Ei2 est de dimension
≥ 1. Il existe donc un isomorphisme (Ei1 ∩ Ei2 ⊂ Ei2) ≃ (P
n−1 × Pn−1 ⊂ PPn−1(Ea) pour
un entier a ≥ 0 convenable (voir proposition 2.4). Le fibre´ OEi2 (Ei1) est isomorphe au fibre´
L ⊗ p∗aOPk−1(−a − 1) (voir proposition 2.4) et sa restriction a` Ei1 ∩ Ei2 ≃ P
n−1 × Pn−1 est
isomorphe au fibre´ OPn−1(1)⊠OPn−1(−a) qui n’est pas ample, ce qui est a` nouveau absurde. La
connexite´ de l’intersection des deux composantes irre´ductibles de E se de´montre par des argu-
ments analogues. 
(3.4) Posons i = i2 et E = E2. Soit enfin j := i ◦ s ou` s est l’involution naturelle de P
n−1×Pn−1.
Notons F et G les deux composantes irre´ductibles de E. Posons W := H0(Pn−1, OPn−1(1)).
Proposition 3.5.−Le lieu exceptionnel E de π est isomorphe au recollement de deux copies
de PPn−1(E) le long de P
n−1 ×Pn−1 via les immersions ferme´es i et j.
De´monstration.−Notons H = F ∩ G. La proposition 3.2 et la formule d’adjonction donnent
ωF ≃ L
−n
|F (−H) et ωG ≃ L
−n
|G (−H). Si b2(H) = 1 alors F et G sont de Fano et b2(F) = b2(G) = 1
par la proposition 2.4. Les fibre´s L|F et OF(G) sont amples et OF(−F) l’est donc e´galement. Le
fibre´ OG(F) est ample et H = F ∩G est de dimension au moins 1, ce qui est finalement absurde.
On a donc b2(H) ≥ 2 et H est isomorphe a` P
n−1×Pn−1 toujours par la proposition 2.4. Supposons
F isomorphe a` P3 ou Q3 (n = 2). La restriction du fibre´ OX(−F) = L⊗OX(G) a` H = P
1 ×P1
est en particulier ample et on a donc b2(G) ≥ 2, puisque OX(F)|G est effectif et F ∩ G est de
dimension ≥ 1, et H ⊂ G est isomorphe a` P1 × P1 ⊂ PP1(EaG). La restriction de OX(−F) a`
P1 × P1 est OP1(aG) ⊠ OP1(−1) ou OP1(−1) ⊠ OP1(aG)) (voir proposition 2.4) qui n’est pas
ample, ce qui est absurde.
Il existe ainsi un isomorphisme de H ⊂ F (resp. H ⊂ G) sur Pn−1 × Pn−1 ⊂ PPn−1(EaF)
(resp. Pn−1 × Pn−1 ⊂ PPn−1(EaG) tel que la restriction de L a` F (resp. G) soit isomorphe a`
OF(1)⊗p
∗
FOPn−1(1) (resp. OG(1)⊗p
∗
GOPn−1(1)) ou` pF (resp. pG) est la projection de F (resp. G)
sur Pn−1. Enfin, OF(−H) ≃ L
−1
|F ⊗ p
∗
F(OPn−1(aF + 1)) et OG(−H) ≃ L
−1
|G ⊗ p
∗
G(OPn−1(aG + 1)).
Soit ℓ ⊂ H une droite, i.e. (ℓ.L) := degℓ(L|ℓ) = 1, verticale pour pG. Le fibre´OX(F)|G ≃ OG(H)
est isomorphe a` L|G⊗p
∗
G(OPn−1(−aG−1)) et en particulier (ℓ.OX(F)) = 1. La restriction deOX(F)
a` F est isomorphe a` L−2|F ⊗p
∗
F(OPn−1(aF+1)) et donc (ℓ.OX(F)) = −2+(aF+1)degℓ(p
∗
F(OPn−1(1)|ℓ).
La droite ℓ est donc horizontale pour pF et la restriction de pF × pG a` H est un isomorphisme de
H sur Pn−1 ×Pn−1, autrement dit, les restrictions de pF et pG a` H s’identifie aux deux projec-
tions de Pn−1 × Pn−1 sur Pn−1 via les deux isomorphismes de H sur Pn−1 × Pn−1. On a donc
degℓ(p
∗
F(OPn−1(1)|ℓ) = 1 et aF = aG = 2.
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Le lieu exceptionnel E s’identifie donc au recollement de deux copies de PPn−1(E) le long de
Pn−1 × Pn−1 et l’automorphisme de Pn−1 × Pn−1 induit par les deux isomorphismes de H sur
Pn−1×Pn−1 est de la forme (x, y) 7→ (α(y), β(x)) ou` α et β sont deux automorphismes de Pn−1.
Il reste a` ve´rifier que tout automorphisme de Pn−1 ×Pn−1 de la forme (x, y) 7→ (α(x), β(y))
ou` α et β sont deux automorphismes de Pn−1 est la restriction a` Pn−1 × Pn−1 d’un automor-
phisme de PPn−1(E) stabilisant P
n−1 ×Pn−1.
Fixons un automorphisme β de Pn−1 et notons encore β l’automorphisme line´aire de W ⊗
OPn−1 correspondant. L’automorphisme de PPn−1(E) au dessus de P
n−1 induit par Id⊕β stabilise
Pn−1×Pn−1 et sa restriction a` Pn−1×Pn−1 est (x, y) 7→ (x, β(y)). Soit α un automorphisme de
Pn−1. Fixons des isomorphismes α∗OPn−1(2) ≃ OPn−1(2) et α
∗W⊗OPn−1 ≃W⊗OPn−1 . L’iso-
morphisme α∗E ≃ E de´duit des deux pre´ce´dents induit un automorphisme de PPn−1(E) au dessus
de α qui stabilise Pn−1×Pn−1 et sa restriction a`Pn−1×Pn−1 est de la forme (x, y) 7→ (α(x), β′(y))
ou` β′ est un automorphisme de Pn−1. 
Lemme 3.6.−On a H1(F,TF⊗OF(−F)) = H
1(G,TG⊗OG(−G)) = 0 et H
1(E,TX⊗OE(−iE)) = 0
pour tout i ≥ 1 si n ≥ 3.
De´monstration.−Les faisceaux RjpF∗(OF(k)) sont nuls pour j ∈ {1, 2} et k ∈ Z. Il existe donc un
isomorphisme Hi(F, OF(k)⊗ p
∗
FOPn−1(l)) ≃ H
i(Pn−1, Sk(OPn−1(2) ⊕W⊗OPn−1)⊗OPn−1(l)) pour
i ∈ {1, 2} et k, l ∈ Z. Le groupe Hi(F, OF(k) ⊗ p
∗
FOPn−1(l)) est donc nul pour k, l ∈ Z si i = 1
et pour l > −3 si i = 2. Les groupes H1(F, p∗F(TPn−1(l)) ⊗ OF(k)) et H
1(Pn−1,TPn−1(l) ⊗
Sk(OPn−1(2)⊕W⊗OPn−1)) sont e´galement isomorphes pour k, l ∈ Z et donc nuls pour l > −3.
La longue suite exacte de cohomologie de´duite de la suite exacte courte
(0 −→ OF −→ p
∗
F(OPn−1(−2)⊕W
∗⊗OPn−1)⊗OF(1) −→ TF/Pn−1 −→ 0)⊗OF(k)⊗ p
∗
FOPn−1(l)
et les annulations pre´ce´dentes donnent l’annulation du groupe H1(F,TF/Pn−1⊗OF(k)⊗p
∗
FOPn−1(l))
pour l > −3 et, de meˆme, la longue suite exacte de cohomologie de´duite de la suite exacte courte
(0 −→ TF/Pn−1 −→ TF −→ p
∗
FTPn−1 −→ 0)⊗OF(k) ⊗ p
∗
FOPn−1(l)
donne finalement l’annulation du groupe H1(F,TF ⊗ OF(k) ⊗ p
∗
FOPn−1(l)) pour k + l > −3. Le
fibre´ OF(−F) est isomorphe au fibre´ OF(2) ⊗ p
∗
FOPn−1(−1) et les groupes H
1(F,TF ⊗ OF(−F))
et H1(G,TG ⊗OG(−G)) sont donc nuls.
La longue suite exacte de cohomologie de´duite de la suite exacte courte
(0 −→ TF −→ TX|F −→ NF/X = OF(−2)⊗ p
∗
FOPn−1(1) −→ 0)⊗OF(k)⊗ p
∗
FOPn−1(l)
donne l’annulation de H1(F,TX|F ⊗ OF(k) ⊗ p
∗
FOPn−1(l)) pour l > −3. L’ide´al de E dans X est
IFIG = IF ∩ IG et la longue suite exacte de cohomologie de´duite de la suite exacte courte
(0 −→ OG(−F) = OG(−1)⊗ p
∗
GOPn−1(2) −→ OE −→ OF −→ 0)⊗TX|E ⊗OE(−kE)
donne finalement l’annulation du groupe H1(E,TX|E ⊗OE(−kE)) pour k > −3 et en particulier
pour k > 0. 
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(3.7) Soit ζ une racine primitive cubique de l’unite´ et soit < ζ > le groupe cyclique engendre´ par
ζ. Notons V′ = C2nupslope < ζ > ou` < ζ > agit sur C2n par la formule
ζ.(z1, z2 , . . . , z2n−1, z2n) = (ζz1, ζ
2z2, . . . , ζz2n−1, ζ
2z2n)
et X′ l’e´clatement normalise´ de l’ide´al maximal de o′ dans V′ ou` o′ est le point singulier de V′.
Notons E′ = F′ ∪ G′ le diviseur exceptionnel et Ei (resp. E
′
i) le i
ie`me voisinage infinite´simal de
E (resp. E′) dans X (resp. X′) pour i ≥ 1. Notons Fi et Gi (resp. F
′
i et G
′
i) les i
ie`mes voisinages
infinite´simaux de F et G (resp. F′ et G′) dans X (resp. X′). Fixons un isomorphisme ψ1 : E1 ≃ E
′
1
(voir proposition 3.5) qui applique F (resp. G) sur F′ (resp. G′).
Proposition 3.8.−Il existe un isomorphisme ψ2 : E2 ≃ E
′
2 compatible avec l’isomorphisme
ψ1 : E1 ≃ E
′
1.
De´monstration.−L’obstruction a` l’existence d’un morphisme E2 −→ X
′ e´tendant le morphisme
E ≃ E′ →֒ X′ est un e´le´ment de H1(E,TX′ ⊗ OE(−E)) = H
1(E′,TX′ ⊗ OE′(−E
′)) (voir [Gr71]
Expose´ 3 corollaire 5.2) nul par le lemme 3.6. Fixons un tel morphisme. Il se factorise a` travers
E′2 et de´termine un morphisme ψ2 : E2 −→ E
′
2 et, par restriction a` F2 (resp. G2), un morphisme
ψF2 : F2 −→ F
′
2 (resp. ψG2 : G2 −→ G
′
2) e´tendant la restriction ψF (resp. ψG) de ψ a` F (resp.
G). Montrons que ψ2 est en fait un isomorphisme.
L’obstruction a` l’existence d’un morphisme F2 −→ F (resp. F
′
2 −→ F
′) e´tendant l’iden-
tite´ F −→ F (resp. F′ −→ F′) est un e´le´ment de H1(F,TF ⊗ OF(−F)) (resp. H
1(F′,TF′ ⊗
OF′(−F
′))) nul par le lemme 3.6. Le sche´ma F2 (resp. F
′
2) est donc un F-sche´ma (resp. F
′-sche´ma)
dont le faisceau structural est isomorphe au quotient S•(OF(−F))/OF(−2F)S
•(OF(−F)) (resp.
S•(OF′(−F
′))/OF′(−2F
′)S•(OF′(−F
′))). Les sche´mas F2 et F
′
2 sont donc isomorphes.
Notons i et j les injections respectivement de OG′ et OF′(−F
′) dans OF′⊕OF′(−F
′) et notons
p et q les projections sur OF′ et OF′(−F
′) respectivement. Remarquons enfin l’e´galite´ ψF2∗OF2 =
ψF∗OF ⊕ ψF∗OF(−F) = OF′ ⊕ OF′(−F
′). Le morphisme d’anneaux ψF2
∗ : OF′ ⊕ OF′(−F
′) −→
OF′ ⊕ OF′(−F
′) est de´termine´ par la de´rivation DF = q ◦ ψ
∗
F2
◦ i ∈ DerC(OF′ , OF′(−F
′)) et
l’application OF′-line´aire p ◦ ψ
∗
F2
◦ j ∈ HomF′(OF′(−F
′), OF′(−F
′)) = C. Nous noterons λF
l’e´le´ment de C correspondant a` p ◦ ψ∗F2 ◦ i. Notons enfin DG ∈ DerC(OG′ , OG′(−G
′)) et λG ∈
HomG′(OG′(−G
′), OG′(−G
′)) les e´le´ments correspondants associe´s a` ψG2 .
Le morphisme ψF2 est un home´omorphisme et si λF 6= 0 alors c’est un isomorphisme de
sche´mas. Supposons donc λF 6= 0 et ve´rifions que ψF2 induit un isomorphisme de F2 ∩ G2 sur
F′2 ∩ G
′
2. Soit U ⊂ F
′ un ouvert affine non vide d’anneau A au dessus duquel le fibre´ OF′(−F
′)
est trivial. Les anneaux OF2(U) et OF′2(U) sont isomorphes a` l’anneau A ⊕ εA avec ε
2 = 0.
Le morphisme ψ∗F2 est a + εb 7→ a + ε(DF(a) + λFb). Soit h + εh1 un ge´ne´rateur de l’ide´al de
F′2 ∩G
′
2 dans F
′
2 sur U. L’e´le´ment h est une e´quation du diviseur F
′ ∩G′2 dans F
′. La restriction
de ψ2 a` F2 ∩G2 se factorise a` travers F
′
2 ∩ G
′
2 et l’e´le´ment ψ
∗
F2
(h+ εh1) est donc dans l’ide´al de
F2 ∩G2 dans F2. Ce dernier est engendre´ par un e´le´ment de la forme uh+ εh3 ou` u est inversible
dans A. Ecrivons ψ∗F2(h + εh1) = h + εh2 avec h2 = DF(h) + λFh1. Il existe donc une relation
h + εh2 = (a + εb)(uh + εh3) = auh + ε(ah3 + buh) et en particulier h = auh. L’e´le´ment a est
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inversible dans A et a+ εb est donc inversible dans A⊕ εA. L’image par ψ∗F2 de l’ide´al de A⊕ εA
engendre´ par h + εh1 est l’ide´al - ψ
∗
F2
est un isomorphisme - engendre´ par ψ∗F2(h + εh1) et donc
l’ide´al de F2 ∩G2 dans F2.
Si λF = 0 alors le morphisme ψF2 se factorise a` travers F
′ →֒ F′2. L’image sche´matique de
F2 ∩G2 est en particulier un sous-sche´ma ferme´ de F
′ et le morphisme induit par ψ2 de F2 ∩G2
vers F′2 ∩G
′
2 n’est pas un isomorphisme.
En particulier, si λF = 0 alors λG = 0 et l’image sche´matique de F2 ∩ G2 est donc le sous-
sche´ma ferme´ F′ ∩ G′, autrement dit, il existe une re´traction de l’inclusion E ⊂ E2, ce qui est
exclu par le lemme 3.9.
On a donc finalement λF 6= 0, λG 6= 0 et ψ2 est bien l’isomorphisme cherche´. 
Lemme 3.9 (voir [De01] lemme 2.8).− Soit (R, m) un anneau local noethe´rien et soit I ⊂ m2 un
ide´al de R. S’il existe une section de la projection canonique R։ R/I alors I = 0.
Le lemme suivant et le lemme 3.6 nous assurent que l’isomorphisme ψ2 s’e´tend en un isomor-
phisme X̂ ≃ X̂
′
des comple´te´s formels de X et X′ le long de E et E′ respectivement. Les comple´te´s
ÔV,o et ÔV′,o’ sont donc isomorphes (voir [Gr66] Chap. III the´ore`me 4.1.5). Le the´ore`me d’ap-
proximation d’Artin (voir [Ar68] corollaire 1.6) termine la preuve du the´ore`me.
Lemme 3.10 (voir [Mo82] lemme 3.33).− Soient X et X′ deux espaces analytiques complexes
re´duits et irre´ductibles de meˆme dimension et E et E′ deux diviseurs de Cartier effectifs sur X
et X′ respectivement. Notons Ei (resp. E
′
i) le i
ie`me voisinage infinite´simal de E (resp. E′) dans X
(resp. X′) pour i ≥ 1. On suppose que X est lisse et qu’il existe un isomorphisme Ei0 ≃ E
′
i0 pour
un i0 ≥ 2. Si H
1(E,TX⊗OE(−iE)) = 0 pour i ≥ i0 alors l’isomorphisme Ei0 ≃ E
′
i0 s’e´tend en un
isomorphisme X̂ ≃ X̂
′
des comple´te´s formels de X et X′ le long de E et E′ respectivement.
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